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Uma ferramenta importante no desenvolvimento e análise de projetos estruturais é a análise de 
sensibilidade, este recurso pode ser aplicado nas várias etapas do projeto, como por exemplo, na 
localização de erros de modelagem, na análise e modificação estrutural, otimização e outros. O 
presente trabalho discute o estudo e a implementação de técnicas de análise de sensibilidade para 
análises numéricas em estruturas mecânicas. A análise de sensibilidade pode fornecer as informações 
de quais parâmetros são mais sensíveis do modelo, de forma que o analista pode identificar quais 
parâmetros tem maior influência no comportamento do modelo. Essas informações são de grande 
utilidade na análise e desenvolvimento de projetos, quando se busca uma maior eficiência na 
modelagem e também uma maior redução de custos nos projetos. O cálculo da sensibilidade da 
resposta de uma estrutura para alterar as variáveis de projeto é geralmente o maior custo 
computacional no processo de otimização. Então é importante se ter algoritmos eficientes para se 
avaliar a sensibilidade.  

A literatura tem discutido vários métodos para o cálculo da sensibilidade de parâmetros, 
método baseados no deslocamento (Lund, 1994; Haftka e Adelman, 1989), sensibilidade em relação às 
tensões (Lund, 1994), sensibilidade dos autovalores (Pereira, 1996, Maia et al., 1997), sensibilidades 
dos autovetores (Gatti e Ferrari, 1999) e outros. Este trabalho apresenta a implementação e análise de 
sensibilidade dos parâmetros de estruturas mecânicas em relação aos autovetores, ou seja, identificar 
quais parâmetros da estrutura possui maior influencia nos modos de vibrar. O algoritmo implementado 
é integrado em um programa geral de otimização e ajuste de modelos, de forma que o mesmo interage 
diretamente com o programa de Elementos Finitos utilizado na modelagem da estrutura. A análise de 
sensibilidade da estrutura será feita a partir da sensibilidade dos autovetores, com base no método de 
Gatti e Ferrari, 1999, onde a sensibilidade é obtida a partir de perturbações nas matrizes de massa e 
rigidez do sistema. Adicionalmente será realizada uma comparação dos resultados deste método 
implementado com o método já existente no programa, o qual realiza a análise de sensibilidade dos 
autovalores da estrutura, para que possa ter uma conclusão dos diferentes enfoques da sensibilidade 
em uma estrutura. O método dos autovalores já teve sua implementação e apresentação em trabalhos 
anteriores realizados pelos autores (Hernandes e Pereira, 2005). Será utilizado o módulo de análise de 
sensibilidade implementado no software PROMU, que já contém rotinas de análise de sensibilidade 
por diferentes métodos. 

A expressão utilizada para o cálculo da sensibilidade neste caso é obtida diretamente a partir 
das equações de equilíbrio do modelo (Gatti e Ferrari, 1999). Utilizando a formulação de Elementos 
Finitos, o problema de autovetor é dado pela expressão abaixo, Eq. 1. 
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[K] e [M] são as matrizes de rigidez e massas respectivamente e, em situações práticas, elas são 
matrizes simétricas e positivas definidas. )0(

rλ é o r-ésimo autovalor de ordem zero (sem perturbação) e 
)0(}{ rψ  é o correspondente autovetor também de ordem zero. Agora, seja K∆  e M∆  pequenas 

perturbações nas matrizes rigidez e massa do sistema, respectivamente, a Eq. (14) é re-escrita da 
seguinte forma: 
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Realizando alguns rearranjos matemáticos e limitando o problema até a primeira ordem, pois 
assume-se que as perturbações de ordens mais altas não têm influência significativa no sistema, tem-se 



a Eq. (3) que leva ao cálculo da sensibilidade dos autovetores da estruturas a partir de pequenas 
perturbações nas matrizes do sistema. 
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A expressão 3 é a base para a formulação do problema. O módulo de análise de sensibilidade 

implementado permite a seleção, via interface gráfica, de qualquer parâmetro do modelo de EF que se 
deseja calcular a sensibilidade. Esses parâmetros são as variáveis relacionadas com as propriedades 
físicas e/ou geométricas do modelo (seção de área, inércia, densidade, etc.). Os resultados podem ser 
analisados em tabelas, gráficos de barras ou gráficos de cores. A seguir serão discutidos os resultados 
da análise de sensibilidade dos autovetores de uma estrutura tipo FRAME. A estrutura a ser analisada, 
Fig. 1, é um modelo espacial formado por elementos do tipo viga. As vigas verticais apresentam 
propriedades geométricas diferentes dos elementos que estão na horizontal. A estrutura, modelada por 
elementos finitos, é formada por 16 nós e 24 elementos. A tabela 1 mostra as principais propriedades 
do modelo, onde estes parâmetros especificados serão utilizados nesta análise. Esses parâmetros são 
referentes às propriedades da estrutura e fazem partem da modelagem por Elementos Finitos. A 
numeração dada na tabela será utilizada para identificação do parâmetro nos resultados, uma vez que 
os gráficos (saída de dados) do programa trazem os parâmetros numerados de acordo com a seleção 
feita pelo analista. 

.  

 
 

A metodologia de análise é dada da seguinte forma: Inicialmente é definido o modelo de 
elementos finitos, após a escolha do modelo, é realizada a seleção dos parâmetros um a um. Um 
aspecto bastante importante a ser ressaltado é a interação de que o usuário pode estabelecer com o 
programa, re-definir a seleção, escolher outros parâmetros de forma lógica e outros. O usuário possui 
ainda a opção para rever os parâmetros selecionados e confirmar o cálculo da sensibilidade para o 
número de modos desejados. Após a seleção, o programa realiza o cálculo da sensibilidade dos 
parâmetros selecionados e é então disponibilizada a opção de visualização dos resultados, onde estes 
resultados podem ser visualizados em diferentes tipos de gráficos. 

A figura 2 representa o mapa de cores da sensibilidade. Neste gráfico é possível visualizar qual 
parâmetro e em qual modo é mais sensível, simultaneamente, o que é útil na identificação das regiões 
mais sensíveis. Colorações avermelhadas representam alta sensibilidade, já as colorações azuladas 
representam baixa sensibilidade. Conforme pode ser observado, na figura, o analista pode ainda 
visualizar a sensibilidade em cada modo selecionado, a média da sensibilidade dos parâmetros, e 
também a sensibilidade em gráfico 3D. A figura 3 representa uma interface gráfica dada também pelo 
PROMU, onde é feita a comparação entre os modos de vibrar antes e depois de alguma alteração feita 
mecanicamente no modelo de elementos finitos. Essa alteração feita pelo analista, partiu do resultado 



da Fig. 2, onde o parâmetro 8 se comportou como o mais sensível nos modos 8 e 9. A partir daí, foi 
acrescido 10% no valor do parâmetro e novamente é realizado cálculo dos autovetores. O MAC 
mostrado é a correlação entre os modos antes e depois da alteração. É possível observar que os modos 
8 e 9 se mostram com a correlação mais distante de 100%, o que evidencia uma diferença entre os 
modos, validando assim, os resultados apresentados pelo algoritmo implementado no trabalho. 

 

       
                            Figura 2 – Mapa de cores                           Figura 3 – Correlação entre os modos (MAC) 
 

Nesta análise ficou clara que os parâmetros se comportam de maneira similar em modos mais 
baixos, a com o aumento dos modos, o parâmetro 3 se torna sensível. Também em modos mais 
elevados os parâmetros 6 e 8 possuem alta sensibilidade. Já os parâmetros 1 e 2 se comportam como 
os menos sensíveis em todos os modos analisados. Analisando a variação física dos parâmetros, nota-
se que ocorre uma variação na resposta do sistema quando se trata de parâmetros dispostos 
internamente nas matrizes de massa e rigidez. Já quando tratamos de parâmetros multiplicadores das 
matrizes, ou seja, parâmetros que alteram a matriz de uma forma proporcional, tem-se uma variação 
baixa do modo de vibrar. Isto pode ser explicado, pois quando a alteração ocorre na matriz como um 
todo, o modo de vibrar mantém mesma forma e esta correlacionado com o modo anterior. Já quando 
parâmetros alterados são internos as matrizes, o modo de vibrar muda de forma, ou seja, não apresenta 
uma boa correlação com o modo anterior. 

A seguir serão mostrados os resultados das análises de sensibilidade da mesma estrutura, 
porém utilizando o método implementado anteriormente, que analisa a estrutura com relação aos 
autovalores (freqüências naturais), e o método implementado neste trabalho, que analisa com relação 
aos autovetores (modos de vibrar) da estrutura. Os parâmetros de análise são os mesmos da tabela 1 e 
a faixa de modos utilizada será também os 10 primeiros modos. As figuras 4 e 5 representam o mapa 
de cores da análise de sensibilidade dos autovalores e dos autovetores, respectivamente.  

 
 

Figura 4 – Sensibilidade do autovalor                               Figura 5 – Sensibilidade do autovetor 
 



Uma primeira observação a ser feita é de que as maiores sensibilidades ocorreram nos modos 
mais altos. Nota-se também que alguns parâmetros não são influentes em nenhum dos dois enfoques 
de análise, é o caso dos parâmetros 2, 4 e 5. Já outros parâmetros são sensíveis em ambas as análises, 
como é o caso dos parâmetros 3, 6 e 8. O conhecimento desta informação é de fundamental 
importância na análise estrutural, uma vez que, os autovalores e autovetores são características 
importantes da estrutura, e conhecer os parâmetros influentes neste caso, torna alguns processos de 
desenvolvimento e otimização estrutural mais eficazes. 

Um outro aspecto que também deve ser observado é que existem alguns parâmetros da 
estrutura que são bastante sensíveis em um enfoque, porém no outro se tornam pouco sensíveis. É o 
caso do parâmetro 1, que na análise de sensibilidade dos autovetores é o mais sensível, já na 
sensibilidade dos autovetores, é o menos sensível. Esta diferença de sensibilidades é justificada 
principalmente pelo posicionamento dos parâmetros nas matrizes de massa e rigidez da estrutura. A 
variação de alguns parâmetros pode levar a uma nova matriz rigidez/massa sem alterar a estrutura 
inteira da matriz, ou seja, seria equivalente a multiplicar a matriz por uma constante. Neste caso, este 
parâmetro poderá apresentar uma grande sensibilidade em relação aos autovalores mas não em relação 
aos autovetores, visto que os modos permanecem com a mesma forma.  

Neste trabalho, é possível observar a variação dos autovetores do modelo quando ocorre 
alterações nos parâmetros do mesmo. Também pode-se comparar a sensibilidade dos parâmetros em 
diferentes enfoques, sejam estes parâmetros físicos ou geométricos. O programa utilizado conta com 
interfaces que auxiliam o analista nas conclusões e realizando análises com alterações mecânicas nos 
parâmetros sensíveis mostrados nos gráficos, diretamente no elemento finito da estrutura, é possível 
ter a validação dos métodos implementados, através de comparações de freqüências e modos. Analisar 
o comportamento das freqüências e dos modos do sistema quando se altera um dos parâmetros do 
modelo é um dos processos utilizados em engenharia para se ter uma maior eficiência e também para 
reduzir custos de desenvolvimento e otimização estrutural. 
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